Lista 2
Dowody geometryczne i katy

Instytut Matematyczny UWr Zajecia uniwersyteckie SP76 klasa 7TE

1. Wykaz, ze suma miar katéw wewnetrznych w trojkacie wynosi 180°.

2. Wykaz, ze w trojkacie ABC miara kata zewnetrznego przy wierzchotku A jest
rowna sumie miar katéw wewnetrznych przy wierzchotkach B i C.

3. Udowodnij, ze jesli katy AXB i BXC sa przylegte, to ich dwusieczne sg prosto-
padte.

4. Udowodnij, ze jesli katy AX B i CX D sa wierzchotkowe, to ich dwusieczne leza na
tej samej proste;j.

5. Punkt O lezy wewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze <AOB > SACB.

6. W trojkacie ABC' zaznaczono punkt D na przecieciu dwusiecznych katéw
wewnetrznych przy wierzchotkach A i B. Wiedzac, ze <ACB = 70°, oblicz miare
kata ADB.

7. W trojkacie ABC' zaznaczono punkt D na przecieciu dwusiecznych kata wewnetrz-
nego przy wierzchotku A i kata zewnetrznego przy wierzchotku B. Wiedzac, ze
JACB = 80°, oblicz miare kata ADB.

Wtasno$é 1. W tréjkacie ABC zachodzi AC = BC wtedy i tylko wtedy, gdy
JABC = SACB.

8. Dany jest trojkat ostrokatny réwnoramienny ABC, w ktérym AC' = BC'. Odcinek
AH jest wysokoscia tego trojkata. Udowodnij, ze SACB =2 - <BAH.

9. Udowodnij, ze przekatne rombu przecinaja si¢ pod katem prostym.

10. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym AC = BC' zaznaczono punkt
D, ktory jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C, punkt F, ktory
jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka A oraz punkt F' na przecieciu
wysokosci CD i AE. Wiedzac, ze <AC'D = 15°, oblicz miar¢ kata DF'E.

11. Na boku AB trojkata ABC zaznaczono punkt D w taki sposéb, ze zachodzg
rownoéci AC' = CD = DB. Oblicz miare kata ABC, wiedzac, ze SACB = 66°.

12. Wewnatrz kwadratu ABCD zaznaczono punkt E w taki sposob, ze zachodzg
rownosci AE = BE = AB. Oblicz miare kata CDE.



13. W trojkacie ABC na boku BC' zaznaczono punkt D. Niech E bedzie punktem
przeciecia prostej prostopadlej do AB przechodzacej przez D z prosta AC. Wykaz,
ze jesli AC' = BC, to trojkat CDE jest rownoramienny.

14. Na zewnatrz kwadratu ABCD zaznaczono taki punkt E, ze trojkat CDFE jest

rownoboczny. Punkt K jest punktem przecigcia prostych AE i C'D. Oblicz miare kata
CKE.

15. Ile wynosi suma miar katéw wewnetrznych w:

a) czworokacie?

b) pieciokacie?

)

)

c) szesciokacie?
d) siedmiokacie?

e) o$miokacie?

16. Ile wynosi miara jednego kata w:

a) pieciokacie foremnym?

b) szesciokacie foremnym?

)

)
¢) o$miokacie foremnym?
d) dziewieciokacie foremnym?
)

e) dziesieciokacie foremnym?

17. Odcinek C'D jest wspélnym bokiem kwadratu ABC'D i pieciokata foremnego
CDFEFG. Oblicz miare kata DAFE.

18. Odcinek CD jest wspélnym bokiem kwadratu ABCD i szesciokata foremnego
CDEFGH. Oblicz miare kata DAFE.

19. Odcinek C'D jest wspélnym bokiem kwadratu ABC' D i dziewigciokata foremnego
CDEFGHIJK. Oblicz miare kata DAFE.

20. Przekatna AC kwadratu ABCD jest bokiem pieciokata foremnego ACEFG.
Oblicz miare kata DC'F'.

21. Przekatna AC' pieciokata foremnego ABCDE jest bokiem kwadratu ACFG.
Oblicz miare kata BAG.

22. Wewnatrz pieciokata foremnego ABC'DFE zaznaczono punkty F i G takie, ze
czworokat ABF'G jest kwadratem. Oblicz miare kata GED.

23. Wewnatrz pieciokata foremnego ABC DFE zaznaczono punkt F' taki, ze trojkat
ABF jest rownoboczny. Oblicz miare kata C'F'D.



Wtlasnosé 2. Punkt C' lezy na symetralnej odcinka AB wtedy i tylko wtedy, gdy
AC = BC.

Wtlasnosé 3. Punkt D lezy na dwusiecznej kata ABC wtedy i tylko wtedy, gdy
odlegtosci punktu D od prostej AB i od prostej BC' sa rowne.

24. Udowodnij, ze w kazdym trojkacie ostrokatnym istnieje punkt, ktéry jest réwno-
odlegty od wszystkich jego wierzchotkéw.

25. Udowodnij, ze w kazdym tréjkacie istnieje punkt, ktéry jest réwnoodlegly od
wszystkich jego bokdéw.

26. W trojkacie ABC symetralna boku AC dwusieczna kata BAC przecinaja si¢ w
punkcie, ktory lezy na boku BC. Wykaz, ze {BAC =2 - <ACB.

27. W czworokacie ABC'D zachodzi rowno$¢ <ABC + YADC = 180°. Punkt M lezy
na przecieciu prostych AB i C'D, a punkt N na przecieciu prostych AD i BC. Punkt
X lezy na przecieciu dwusiecznych katow AMC i ANC. Wykaz, ze M XN = 90°.

28.* Punkt O lezy na przecieciu symetralnych bokéw AB i C'D czworokata ABCD.
Wykaz, ze jesli proste AO i C'D sy prostopadte oraz proste CO i AD sg prostopadte,
to trojkat ACD jest réwnoramienny.

29. Punkt M jest srodkiem boku AC trojkata ABC. Wykaz, ze jesli AM = BM, to
trojkat ABC' jest prostokatny.

30. Punkt M jest érodkiem przeciwprostokatnej AC' tréjkata prostokatnego ABC.
Wykaz, ze AM = BM.

Wtasnos$é 4. Trojkat jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy $rodek jednego
z bokow tréjkata jest rownoodlegly od wszystkich jego wierzchotkow.

31. Oblicz miary katow deltoidu ABC'D w ktérym
1
AB =AD = §AC’ oraz JABC = <ADC = 90°.
Wskazowka: zaznacz $rodek przekgtne; AC.

32. W pewnym czworokacie przekatne przecinaja sie pod katem prostym. Punkty
K, L, M, N sa $rodkami jego bokow, a I punktem przeciecia przekatnych. Wykaz,
ze odcinki I K, IL, IM, IN dzielg ten czworokat na cztery deltoidy.

33. W czworokacie ABC'D przekatne przecinaja sie w punkcie, ktéry jest érodkiem
przekatnej BD. Dodatkowo <XDAB = 90° oraz <ADB = <BDC = <BCD. Oblicz
ile razy dtuzsza jest przekatna AC niz przekatna BD.



ZADANIA KONKURSOWE

K1. (Naboj 2017/2018) Jesli ABCD to kwadrat,
to jaka jest miara kata €7

K2. (1 etap OMJ 2023/2024) Punkty X oraz YV
leza odpowiednio na bokach AC' oraz BC' troj-
kata ABC. Punkt M jest $rodkiem odcinka XY
Zatézmy, ze

AX=MX =MC =MY = BY.
Wyznacz miare kata AM B.

K3. (Nédboj 2018/2019) Jeden z katéw trojka-
ta prostokatnego jest réwny 23°. Wyznacz mia-
re (w stopniach) kata miedzy srodkowa a wyso-
koscig tego trojkata opuszczonych z wierzchotka
kata prostego.

K4. (Naboj 2023/2024) Na rysunku widoczne sg
dwa identyczne prostokaty oraz zaznaczony kat
o mierze 234°. Wyznacz miare (w stopniach) kata
zaznaczonego znakiem zapytania.

K5. (1 etap OMJ 2019/2020) Na bokach AB i
BC trojkata ABC' lezg odpowiednio takie punkty
P i@ (r6zne od wierzchotkéw trojkata), ze AC =
CP = PQ = @B. Wiedzac, ze YACB = 104°,
wyznacz miary pozostatych katéw trojkata ABC.

K6. (zDolny Slazak, 2 etap 2019/2020) Na rysun-
ku przedstawiono kwadraty A i B. Ile razy pole
kwadratu A jest wieksze od pola kwadratu B?

K7. (2 etap OMJ 2022/2023) Na bokach AB i
BC trojkata ABC' lezg odpowiednio takie punkty
DiFE, ze

JADC = <BDFE oraz <BCD = <AED.
Wykaz, ze AE = BE.

K8. (Wroc. Konkurs Matematyczny 2021/2022)
W réwnolegtoboku ABCD érodek P boku AB
potaczono z wierzchotkami D i C (rysunek).
Wiadomo, ze DP = 5cm i PC = 12cm oraz
AB = 2BC. Oblicz obwdd tego rownolegtoboku.
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