Lista 8
Kongruencje

Instytut Matematyczny UWr Zajecia uniwersyteckie SP76 klasa 8E

Oznaczenie: a = b (mod k) oznacza, ze liczby catkowite a 1 b daja taka sama reszte
z dzielenia przez k.

1. Udowodnij, ze a = a + k (mod k).

2. Udowodnij, ze a = b (mod k) <= k|a—0b.

Zatézmy, ze a = b (mod k) oraz c jest liczba catkowita.
3. Udowodnij, ze a + ¢ = b+ ¢ (mod k).

4. Udowodnij, ze a — ¢ = b — ¢ (mod k).

5. Udowodnij, ze a- ¢ = b - ¢ (mod k).

6. Czy jeslia: cib: ¢ sa liczbami catkowitymi, to a : ¢ =0b: ¢ (mod k)
7. Oblicz reszte z dzielenia 22° przez 20.

8. Oblicz reszte z dzielenia liczby 27! przez 13.

9. Oblicz reszte z dzielenia 522 przez 24.

10. Oblicz reszte z dzielenia liczby 10® przez 97.

11. Oblicz reszte z dzielenia liczby 22! przez 125.

12. Oblicz reszte z dzielenia liczby 5'2 przez 128.

13. Oblicz reszte z dzielenia liczby 3% przez 13.
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14. Oblicz reszte z dzielenia liczby przez 31.

15. Oblicz reszte z dzielenia liczby 3!%

przez 41.
16. Oblicz reszte z dzielenia liczby 202429%* przez 25.

17. Wiedzac, ze 27 -5 = —1 (mod 641) i 5* = —2* (mod 641). Udowodnij bez wyko-
nywania zbednych obliczen, ze 232 = —1 (mod 641).

18. Udowodnij, ze 27 + 37 jest podzielna przez 13.

19. Udowodnij, ze 2°° — 1 jest podzielna przez 31.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Udowodnij, ze 7% — 1 jest podzielna przez 19.

Udowodnij, ze 3%° 4 57 jest podzielna przez 13.

Udowodnij, ze 6% 4+ 4™ + 1 jest podzielna przez 43.

Zmajdz przyktad takich dwucyfrowych m in, ze 5™+4"+2 jest podzielne przez 31.
Zmajdz przyktad takich dwucyfrowych m i n, ze 18™ + 7" jest podzielne przez 19.
Znajdz przyktad takich dwucyfrowych m in, ze 6™+4"+3 jest podzielne przez 43.
Zmajdz przyktad takich dwucyfrowych m i n, ze 10™ + 6™ jest podzielne przez 37.
Udowodnij, ze jedli 7| a? +b%, to 7|a i 7|b.

Zmajdz wszystkie pary liczb naturalnych (s, t) spelniajace réwnanie s* = t2+2023

lub udowodnij, ze zadna taka para nie istnieje.

29.* Udowodnij, ze 1" 42"+ 3" +.. .4 12" jest podzielne przez 13 dla dowolnej liczby
nieparzystej n.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 3617 — 517,
Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 67 + 57,
Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 333 — 222,
Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 6% + 522
Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 1726 — 226,

Wskaz nieparzysty dzielnik pierwszy liczby 22! — 1 mniejszy od 100.
Wskaz nieparzysty dzielnik pierwszy liczby 32! — 1 mniejszy od 100.
Wskaz nieparzysty dzielnik pierwszy liczby 3% — 251 mmniejszy od 100.
Wskaz nieparzysty dzielnik pierwszy liczby 3°! + 1 mniejszy od 100.
Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 225 — 1.

Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 2% + 1.

Wskaz dwa dwucyfrowe dzielniki pierwsze liczby 23° + 1.

Wskaz dwucyfrowy dzielnik pierwszy liczby 249 + 1.

Wskaz dwa dwucyfrowe dzielniki pierwsze liczby 3136 — 2136,



Witasnos$é 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, b i n:
jesli n jest nieparzyste, to

e a" + b" jest podzielne przez a + b (gdy a + b > 0);

e a” — b" jest podzielne przez a — b (gdy a — b > 0);

jesli n jest parzyste, to
e a" — " jest podzielne przez a + b (gdy a + b > 0);
e a” — b" jest podzielne przez a — b (gdy a — b > 0);

Witasnosé 2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, b oraz dowolnej parzy-

stej, niepodzielnej przez 4 liczby naturalnej n, liczba a™ 4 0" jest podzielna przez
2 | 32

a® 4+ b°.

ZADANIA KONKURSOWE

K1. (1 etap OMJ 2024/2025) Liczby catkowite a, b, ¢ sa wieksze od 1 i maja te
wlasnosé¢, ze liczby
a, a-+b, a+b+c b+c c

sg pierwsze. Wykaz, ze liczba b jest podzielna przez 3.

K2. (1 etap OMJ 2023/2024) Wyznacz wszystkie takie liczby naturalne n, ze liczba
11...199...9 jest pierwsza.

N

K3. (1 etap OMJ 2018/2019) Liczbe naturalna n pomnozono przez 3, otrzymujac w
wyniku liczbe 9991°°° Wyznacz cyfre jednoéci liczby n.

K4. (1 etap OMJ 2020/2021) Czy istnieja takie cztery dodatnie liczby calkowite,
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ktérych suma jest réwna , a iloczyn jest réwny 5'°°2? OdpowiedZ uzasadnij.

K5. (matura podstawowa 2023/2024) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1
liczba n* + (n + 1)? + (n + 2)? przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

K6. (2 etap OMJ 2024/2025) Liczbe caltkowita nazwiemy olimpijskg, jesli mozna
ja uzyskaé z liczby 1 w wyniku wykonania pewnej liczby operacji polegajacych na
zwiekszeniu liczby o jej cyfre jednosci. Poczatkowymi liczbami olimpijskimi sa wiec
1,2,4,8,16,22,24, 28,36, ... Wykaz, ze kwadrat liczby olimpijskiej jest liczbg olim-
pijska.



