Lista 12

Niezmienniki

Instytut Matematyczny UWr Zajecia uniwersyteckie SP76 klasa 8E

1. Mamy 111 zapatek. W jednym ruchu mozemy zabraé¢ lub dotozy¢ 2 zapatki. Czy
wykonujac pewng liczbe takich ruchow mozemy zabra¢ wszystkie zapatki?

2. Mamy 1 kartke papieru. W kazdym ruchu mozemy wybraé sobie kartke i rozciac ja
na 4 czesci. Czy po pewnym czasie mozemy otrzymacé doktadnie 2024 kartek papieru?

3. Na poczatku gry na tablicy zapisano liczbe 6. W kazdym ruchu mozemy pomnozy¢
liczbe zapisana na tablicy przez 2 lub odja¢ od niej 6. Czy na tablicy moze pojawic
sie liczba pierwsza?

4. Na tablicy zapisano dziesie¢ znakéw 7+ i pigtnascie znakéw ”—". W jednym ruchu
Scieramy dwa dowolne znaki i zapisujemy na tablicy ”+", gdy znaki bytly takie same,
oraz ”—", jesli byty rézne. W koncu, na tablicy zostanie tylko jeden znak. Jaki?

5. Na tablicy napisano liczby od 1 do 2024. Wybieramy dwie z nich, $cieramy i
dopisujemy roznice. Postepujemy tak do momentu, gdy zostaniem nam jedna liczba.
Czy moze nig by¢ liczba 457

6. Mamy liczbe 2024!. Ruch polega na zastapieniu tej liczby jej suma cyfr. W pewnym
momencie otrzymamy liczbe jednocyfrowa. Jaka to bedzie liczba?

7. Czy w wyrazeniu 0+ 1+ 2+ 3+ ... + 10 mozna zamieni¢ niektore znaki + na —
w ten sposob, by wynik byt réwny 07

8. Na plaszczyznie zaznaczone sg trzy punkty tworzace trojkat o bokach diugosci
2, 3, 4. Ruch polega na zastapienia jednego z tych punktéw symetrycznym wzgle-
dem jednego z pozostatych. Czy po wykonaniu pewnej liczby takich ruchéw mozemy
otrzymac tréjkat o bokach dtugosci 4, 6, 8.

9. Na tablicy narysowana jest 1 kreska. W jednym ruchu mozemy podwoié liczbe
narysowanych kresek lub zmaza¢ 3 kreski. Czy mozemy doprowadzi¢ do sytuacji w
ktorej na tablicy nie zostanie zadna kreska?

10. Na tablicy narysowana jest 1 kreska i 1 kropka. W jednym ruchu mozemy zmazaé
kropke i dorysowac¢ 2 kreski lub zmaza¢ kreske i dorysowaé¢ 3 kropki. Czy mozemy
doprowadzi¢ do sytuacji w ktorej na tablicy zostanie doktadnie 20 kresek?

11. Nastole lezy 1 czerwona kulka. W jednym ruchu mozemy zastapi¢ czerwong kulke
2 zielonymi, zastapi¢ zielona 2 niebieskimi lub zastapi¢ niebieska 4 czerwonymi. W
dowolnym momencie mozemy takze usunaé¢ (na raz) 5 niebieskich kulek. Czy mozemy
doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej na stole nie bedzie zadnych kulek?



12. W pewnej grze wystepuja 4 rodzaje przedmiotéw A, B, C D. Gre zaczynamy
majac po dwie sztuki kazdego z nich. W dowolnym momencie gry mozemy wymienic:

1) AA — BBB 1) AC — DB
2) BB — CCC 5) ABC — DD
3) DDD — ABB 6) BBD — ACC

Czy w pewnym momencie gry mozemy mie¢ przynajmniej 6 przedmiotéw rodzaju A?

13. Dany jest 13-kat foremny. Czy mozna w taki sposéb narysowac niektoére przekatne
tego 13-kata, aby z kazdego jego wierzchotka wychodzity doktadnie trzy narysowane
przekatne?

14. Na szachownicy mozemy pomalowa¢ na czerwono 25 pol. Czy jest mozliwe, aby
kazde zamalowane pole sasiadowalo z nieparzysta liczba zamalowanych pél (dwa pola
sasiaduja ze soba jesli maja wspélny bok).

15. Czy szachownice o wymiarach 8 x 8, z ktorej usunieto lewe dolne oraz prawe goérne
pole, mozna pokry¢ kostkami domina o wymiarach 1 x 27

16. Czy konik szachowy moze przejs¢ przez wszystkie pola szachownicy 8x8, stajac
na kazdym doktadnie raz, jesli zaczyna w lewym dolnym rogu i konczy w prawym
gornym?

17. Na szachownicy o wymiarach 9 x 9 na kazdym polu lezy jedna moneta. Przesuwa-
my kazda z monet na pole graniczace bokiem z tym, na ktérym lezata do tej pory (na
jednym polu moze leze¢ dowolnie duzo monet). Czy to mozliwe, ze znéw na kazdym
polu lezy moneta?

18. Czy szachownice o wymiarach 10 x 10 mozna pokry¢ figurami [Eb?

19. Mamy 2 stosy po 10 kamieni. W jednym ruchu mozemy zabra¢ 2 kamienie z
wybranego stosu oraz dotozy¢ 1 kamien na drugi stos. Czy za pomocg takich ruchow
mozemy doprowadzi¢ do sytuacji w ktorej jeden stos bedzie pusty, a na drugim bedzie
tylko 1 kamien?

20. Na pewnej wyspie mieszka 17 kameleonéw czerwonych, 15 zielonych i 13 niebie-
skich. Jesli spotkaja sie dwa kameleony o réznych kolorach, to oba zmieniaja kolor
na trzeci. Czy moze sie zdarzy¢, ze po pewnym czasie wszystkie kameleony na wyspie
beda tego samego koloru?

21. Czy szachownice o wymiarach 8 x 8 z usunietym polem naroznym mozna pokry¢
prostokatami o wymiarach 1 x 37

22. Na szachownicy 8 x 8 utozono 21 klockéw o wymiarach 1 x 3 tak, aby kazdy
klocek pokrywat catkowicie 3 pola. Ktore z pol mogto pozosta¢ wolne?



23. Czy szachownice o wymiarach 10 x 10 mozna pokry¢ prostokatami o wymiarach
1 x 47

24. Czy prostokatami 1 X 71 1 x 9 mozna pokry¢ szachownice 11 x 117

25. Ile maksymalnie prostokatow 1 x 7 mozna wycia¢ z szachownicy 10 x 10, tnac
tylko po bokach p6l?

26. Czy szachownice o wymiarach 10 x 10 mozna pokry¢ prostokatami o wymiarach
1 x 2 w taki sposéb, by doktadnie potowa z nich byta ustawiona poziomo?

27. Czy szachownice o wymiarach 13 x 13 mozna pokry¢ przy uzyciu kwadratow o
wymiarach 2 x 2 oraz 3 x 37

28. Wokét okraglego stotu siedzi 10 dzieci. Na poczatku przed jednym z dzieci lezy 10
ciastek. W jednym ruchu jedno z dzieci, ktore ma przynajmniej 2 ciastka, przekazuje
po jednym ciastku dziecku z lewej i dziecku z prawej. Czy moze sie tak zdarzy¢, ze
po pewnej liczbie ruchéw kazde z dzieci bedzie miato doktadnie jedno ciastko?

29. Na tablicy napisano liczby od 1 do 100. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé
dwie liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazac je, a zamiast nich
napisa¢ liczby a + 11 b — 1. Czy wykonujac dozwolone ruchy mozna doprowadzi¢ do
tego, ze wszystkie liczby napisane na tablicy beda réwne?

30. Na tablicy napisano kolejne liczby catkowite od —100 do 100. W pojedynczym
ruchu mozemy wybra¢ dwie liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b,
zmazac je, a zamiast nich napisac liczbe ab + a + b. Wykonujemy dozwolone ruchy
tak dhugo, az na tablicy pozostanie jedna liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

31. Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybraé¢ dwie
liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich napi-
sac liczbe va? 4+ b2. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy pozostanie
jedna liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

32. Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybra¢ dwie
liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich
napisac liczbe aa—fb Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy pozostanie
jedna liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

33. Na tablicy napisano 100 jedynek. W pojedynczym ruchu mozemy wybra¢ dwie
liczby aktualnie napisane na tablicy, powiedzmy a i b, zmazaé je, a zamiast nich
napisa¢ liczbe a + b + 2v/ab. Wykonujemy dozwolone ruchy tak dtugo, az na tablicy
pozostanie jedna liczba. Jaka to moze by¢ liczba?

34. Na plaszczyznie danych jest 2n punktéw. Udowodnij, ze mozna tak narysowac n
odcinkéw, aby kazdy punkt byt koncem odcinka oraz by odcinki nie przecinaty sie.



ZADANIA KONKURSOWE

K1. (GMiL 2013/2014) Na Math-Wyspie w danej chwili znajduje sie 20 niebieskich
kameleonéw, 14 biatych i 10 czerwonych. Gdy dwa kameleony réznych kolorow spo-
tykaja sie, wowczas ich dwa kolory zmieniaja si¢ na trzeci kolor. Kameleon nie moze
zmieni¢ koloru w inny sposéb. Ile, co najmniej, spotkan miedzy dwoma kameleona-
mi bedzie potrzebnych, aby wszystkie 44 kameleony mialy ten sam kolor? Jesli taka
sytuacja jest niemozliwa, wpisz w karte odpowiedzi 0.

K2. (finat OMJ 2021/2022) W tabeli przedstawionej na rysunku 112134
Zosia poprzedzita osiem liczb znakami minus, zmieniajac je na
. . L . : . D 51678
liczby przeciwne. Okazalo sie, ze w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie znalazty sie doktadnie dwie liczby ujemne. Udowodnij, 9 1011112
ze po tej zmianie suma wszystkich szesnastu liczb w tabeli jest 131141516

rowna 0.

K3. (GMiL 2022/2023) Mathilde i Mathias graja ktadac na przemian kostki domina
na dwéch wolnych polach (stykajacych sie jednym bokiem) kwadratowej szachownicy
0 64 polach. Gracz, ktéry nie jest w stanie wykona¢ ruchu przegrywa. W pewnej partii
udato im sie utozy¢ maksymalng liczbe 32 kostek. Jaka jest najmniejsza taczna liczba
kostek na szachownicy, przy ktorej nie ma juz ruchu?

K4. (1 etap OM 2004/2005) Na okregu jest umieszczonych n lampek; kazda moze by¢
wtaczona albo wylaczona. Wykonujemy serie ruchéw; w kazdym ruchu wybieramy k
kolejnych lampek i zmieniamy ich stan: wytaczone wtaczamy, a wlaczone wytaczamy
(liczba k nie zmienia sie w trakcie tego postepowania). Na poczatku wszystkie lampki
sg wytaczone. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne
k < n, dla ktorych jest mozliwe uzyskanie stanu z doktadnie jedng lampka wtaczona.



