Lista 4

Zasada szufladkowa

Instytut Matematyczny UWr Zajecia uniwersyteckie SP76 klasa 7TE

1. Udowodnij, ze wsrod dowolnych 11 liczb catkowitych zawsze znajda sie takie dwie,
ktore majg taka samag cyfre jednosci.

2. Do Instytutu Matematycznego przyjechato 80 uczniéow, a w sali WS jest 11 rzedéw
krzeset. Udowodnij, ze niezaleznie od tego jak w tej sali usiada, w pewnym rzedzie
bedzie przynajmniej 8 osob.

3. Udowodnij, ze wsréd 101 liczb naturalnych znajda sie takie dwie, ktérych réznica
bedzie podzielna przez 100.

4. Udowodnij, ze w dowolnej grupie n 0séb (n > 2) mozna znalezé dwie osoby, ktore
wsrod pozostatych oséb tej grupy maja taka sama liczbe znajomych.

5. Sposrdd liczb 1, 2, 3, ..., 9 wybrano szes¢. Udowodnij, ze wsréd wybranych liczb
sg takie dwie, ktorych suma wynosi 10.

6. Udowodnij, ze wsrdéd dowolnych 7 réznych liczb catkowitych musza by¢ takie 2,
ktorych suma lub réznica dzieli sie¢ przez 10.

7.* Danych jest 2026 liczb catkowitych. Wykaz, ze zawsze mozna sposrod nich wybraé
trzy liczby a, b, c takie, ze a(b — ¢) jest podzielne przez 2026.

8. Przy okraglym stole usiadto 20 ambasadoréw. Nie zauwazyli oni jednak, ze na stole
stoja plakietki z ich nazwiskami i nikt nie usiadt na przewidzianym dla niego miejscu.
Udowodnij, ze mozna tak obroci¢ stét, zeby przynajmniej dwie osoby siedziaty na
wladciwym miejscu.
9. Sposrdod liezb 1, 2, ..., 100 wybrano 51. Udowodnij, ze:

a) r6znica pewnych dwéch wynosi 1,

b)* pewne dwie z nich sg wzglednie pierwsze,

c)* sa takie dwie, ze jedna dzieli sie przez druga.

10. Sposréd przekatnych osmiokata foremnego wybieramy 4. Udowodnij, ze wsréd
wybranych przekatnych sa dwie o tej samej dtugosci.

11. Umieszczono 33 wieze na szachownicy 8 x 8. Udowodnij, ze mozna wybraé¢ 5
z nich, ktore nawzajem sie nie atakuja.



12. W trojkacie rownobocznym o boku 10 wybrano 101 punktow. Udowodnij, ze
pewne dwa punkty sg odlegte o co najwyzej 1.

13. W kwadracie o boku dtugosci 10 wybrano 101 punktéw. Udowodnij, ze pewne
dwa punkty sg odlegte o co najwyzej %

14. Udowodnij, ze wsrod liczb 1, 11, 111, ... jest nieskonczenie wiele liczb podzielnych
przez 17.

15.* Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej istnieje taka jej niezerowa
wielokrotnos¢, ze w jej zapisie wystepuja tylko cyfry 01 1.

16. Danych jest 11 liczb rzeczywistych. Udowodnij, ze co najmniej dwie spo$rod nich
majg rozwiniecia dziesietne pokrywajace sie na nieskonczonej ilodci miejsc po prze-
cinku.

17. Udowodnij, Ze istniejg liczby naturalne k, [ (k > 1), dla ktérych liczba 7% — 7 jest
podzielna przez 1029,

18. W tréjkacie réwnobocznym o boku dtugosei 12 umieszcezono 300 punktéw. Wykaz,
ze pewne 3 z nich tworza tréjkat o obwodzie nie wigkszym niz 3.

19.* Dana jest tabela rozmiaru 65 x 5. W kazdg kratke tabeli wpisano +1 albo —1.
Dowies¢, ze mozna wybrac takie 3 wiersze i 3 kolumny tej tabeli, ze wszystkie liczby
stojace na przecieciach tych wierszy i kolumn sg jednakowe.

20. Na bokach oraz przekatnych pieciokata (niekoniecznie foremnego) zaznaczono w
sumie 33 punkty. Udowodnij, ze mozna narysowa¢ taka prosta, ze leza na niej co
najmniej 4 zaznaczone punkty.

21. Na plaszczyZnie danych jest pie¢ punktéw kratowych (czyli punktow o obu wspol-
rzednych catkowitych). Wykaz, ze srodek jednego z odcinkéw o koncach w tych punk-
tach tez jest punktem kratowym.

22.* Na plaszczyznie danych jest 10 punktéw kratowych. Wykaz, ze jeden z odcin-
kéw o koncach w tych punktach przechodzi tez przez przynajmniej dwa inne punkty
kratowe.

23.* Kazdy punkt kratowy na ptaszczyznie pomalowano na jeden z dwdch koloréw.
Udowodnij, ze istnieje prostokat o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych
i wierzchotkach w punktach kratowych jednakowego koloru.

24.* Udowodnij, ze istnieje nieskoniczenie wiele prostokatow spetniajgcych warunki
poprzedniego zadania.



ZADANIA KONKURSOWE

K1. (2 etap OMJ 2005/2006) Danych jest 111 dodatnich liczb catkowitych. Wykaz,
ze sposrod nich mozna wybrac¢ 11 takich liczb, ktorych suma jest podzielna przez 11.

K2. (2 etap OMJ 2023/2024) Na tablicy znajduje sie osiemset dodatnich liczb
catkowitych mniejszych od 21. Czterysta z tych liczb zapisano niebieska kreda,
a czterysta — z6tta. Wykaz, ze mozna zmazaé pewne liczby z tablicy (co najmnie;
jedna, ale nie wszystkie) w taki sposéb, aby suma pozostatych na tablicy niebieskich
liczb byta réwna sumie pozostatych na tablicy z6ttych liczb.

K3. (final OMJ 2021/2022) Dany jest kwadrat ABC'D o boku 1. Punkty K, L, M,
N, rézne od wierzchotkéw kwadratu, lezg odpowiednio na odcinkach AB, BC', CD,
DA. Wykaz, ze obwod przynajmniej jednego z trojkatow ANK, BKL, CLM , DM N
jest mniejszy od 2.



